Gewdhnliche Differentialgleichung: NWI
-Sophiane Yahiatene-

Satz 1. (Satz von Picard-Lindelof)
Seien U C R™ offen und X : U — R™ ein lokal Lipschitz Stetiges Vektorfeld.
Dann gibt es durch jeden Punkt u € U eine lokal eindeutige Integralkurve.

Beweis. Da X lokal Lipschitz Stetig in U ist gilt:
Fr>0: B,(u) CU und || X(v) — X(w)|| < L|v—w| Yo,w € B,(u),

wobei L > 0 eine Lipschitzkonstante ist.
Wiéhle nun fiir B := B, (u) ein €, > 0 mit

i) e, L <1
ii) e, (maxyep | X(0)|]) <r

Sei nun 0 < € < €, so ist fiir dieses € i)+ii) auch erfiillt.
Betrachte

E(e) i= {7 [~e.¢] = Uly stetig, 7(0) = u} und die Abbildung d(71,7) = max_[lya(t) = 12(t)]

te[—ee]

Nach Aufgabe 3.2 bildet das Paar (E(e),d) einen vollstdndigen metrischen Raum.
Definiere nun eine weitere Abbildung auf E(e) durch

S E(e) = B(e), S(1)(t) =u+ / X(7(s))ds

S ist wohldefiniert und eine Kontraktion. Denn fiir alle v,v1,v2 € E(e) gilt

S(y) ist stetig und es gilt S(7)(0) = u

18(2) — ull = H / X (3(s))ds
/ 1X(+(5)) ] ds

Sten[l_&g;] XN E=0)

< X
< max | X(0)]|

<r Vi € (—e€)
= S(v) € E(e)

d(S(m),S(v)) = max

/ X(m(s)) — X(ra(s))ds
< max [ X((s) = X(a(o)] max (6= 0)

s€[—e tE[—e,€]

< el g@X] [71(s) = 72(s)l

< eLd(y1,72) eL < 1, also ist S eine Kontraktion
Nach Aufgabe 3.3 ist die Differentialgleichung

D (1) = X)) 4(0) = u



dquivalent zur Integralgleichung

A(t) = u+ / X(7(s))ds

Nach dem Banach’schen Fixpunktsatz (Aufgabe 3.1) existiert genau ein Fixpunkt von S, d.h.
(8™(u))nen konvergiert gleichmiifiig gegen ein v € E(e) mit

S()(t) = u+ / X(y(s))ds = ~(2).

Nach vorheriger Bemerkung 16st v die Differentialgleichung.
Nun kann man die Eindeutigkeit einfach aus der Eindeutigkeit des Fixpunkts folgern.



